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Аннотация.  Получена формула для представления логарифма произведения трех 3×3 матриц 
группы монодромии проблемы Римана. С помощью метода логарифмирования построены 
дифференциальные 3×3 матрицы уравнения Фукса с четырьмя особыми точками. 
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Настоящая работа является логическим продолжением работ [1, 2] по решению 
проблемы Римана для системы трех функций.  Дальнейшему продвижению в этом 
направлении способствовало применение «метода логарифмирования произведения 
матриц» размерностей 2×2 и 3×3 [3]. Актуальность построения решения проблемы 
Римана с числом особых точек большим трех и увеличением числа искомых функций 
обусловлена ее приложениями в гидромеханике, электростатике, теории упругости, 
теории конформных отображений и др [4].  
Цель данной работы — применить «метод логарифмирования» к произведению 
трех матриц размерности 3×3 и построить дифференциальные матрицы (матрицы-
вычеты) проблемы Римана для системы трех функций с четырьмя особыми точками. 
Рассмотрим следующую задачу. Найти систему трех функций ( ) ( )1 2 3, ,Y z y y y= , 
аналитических в комплексной плоскости , за исключением четырех точек 
1 2 3 4, , ,a a a a =   , при обходе вокруг которых функция ( )Y z  испытывает линейные 
преобразования с помощью постоянных невырожденных 3×3 матриц 1 2 3 4, , ,V V V V , 
образующих группу монодромии, 1 2 3 4V V V V E= . Выбераем класс функций, 
интегрируемых при , 1,2,3,kz a k→ =  и почти ограниченных (т.е. допускающих 
логарифмическую особенность) при  z → . В выбранном классе функций задача будет 
безусловно разрешимой. 

























= , Re ,Re ,Re ( 1,0]k k k    − , 1,..., 4k = . 
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В качестве 
4 4 4, ,    выберем из характеристических чисел матрицы 4V , для 
которых 4 4 4Re Re Re    . Обозначим  
,k k k ks   = + +  ,k k k k k k kr      = + +  k k k kd   = , 1, 2,3k = , 
( )
4
1 k k kk
  
=
= − + + . Целое число  называется суммарным индексом задачи, 
0 11  . Порядки столбцов решений задачи на бесконечности характеризуют числа 
4 1,k  = +  4 2 ,k  = +  4 3k  = + , где целые числа 1 2 3, ,k k k  удовлетворяют 
соотношению Фукса  
1 1 1 2 2 2 3 3 3 3             + + + + + + + + + + + = ,  
т.е. 1 2 3 3k k k+ + = + . Следовательно,  1 ( ) / 3 ,jk j= + −  1, 2,3j = , и 
      3 3 3( 2) / 3 , ( 1) / 3 , / 3       = + + = + + = + .  
Для сокращения дальнейших записей обозначим , 1 , 2       = − = − = − , т.е. 
1 1 1 2 2 2 3 3 3           + + + + + + + + = + + . 
Также, как и в случае трех особых точек, строим дифференциальное уравнение, 
которому удовлетворяет матрица 
( ) ( )
( ) ( )
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 =  
 
 
, где ( )( )( )1 2 3( )p z z a z a z a= − − −  ,  
а ( ), 1,2,3k z k =  ‒ некоторые функции. Проводя преобразования уравнения аналогично 
тому, как это выполнено в случае трех особых точек, устанавливаем, что общее 
решение проблемы Римана представляет 3×3 матрицу ( )Х z , столбцы которой являются 
решениями проблемы, а порядок определителя равен сумме порядков столбцов (так 
называемая «каноническая матрица»). Матрица ( )Х z  удовлетворяет 





dz z a z a z a
 
= + + 
− − − 
,        (1) 






, 1, 2,3k = , а для элементов матриц 
( )( )kk ijU u=  выполняются равенства ( )31 0ku =  и  ( ) ( )21 32k ku u= , 1, 2,3k = . Для того, чтобы 
выразить элементы матриц kU через элементы матриц монодромии, воспользуемся 
следующей теоремой. 
Теорема1. Пусть 1 2,V V  ‒ постоянные невырожденные 3×3 матрицы  с 
характеристическими числами , ,k k k   , 1, 2k = , 1 2V V V=  имеет характеристические 










































= , причем   1 1 1 2 2 2        + + + + + = + + . Тогда матрица  














                                                                                                           (2) 
представима в виде суммы двух матриц     
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   − −
   
= + = − + − −   
   − −   
,                                              (3) 




22 2 1 1 2
33 2 1 1 2
12 2 1 1 1
13 12 33 2 23 2 12 22 33
( ) ( ) / ( ),
( ) ( ) / ( ),
( )( )( ) / ( ),
( ) , ( )( ),
s s s r r
s s s r r
s d
s s s d s r s s s
     
     
       
  
= − − − + − −
= − − − − + −
= − − − − −
= − − = − − − −
                                                            (4) 






, 1, 2k = . 
Для того, чтобы построить дифференциальные матрицы проблемы Римана с 
четырьмя особыми точками и группой монодромии 1 2 3 4, , , ,V V V V  1 2 3 4 ,VV V V E=  
представляем матрицу 1
4V
−  в виде произведений двух матриц 1
4 1 2 3( )V V V V
− = , 14 1 2 3( )V V V V
− = , 
и к каждому из них применим формулу (3).  
Обозначим 12 12,  , 12  и 23 23,  , 23  — характеристические числа матриц 





































= , ветви которых 
выбираются из условий 
12 12 12 1 1 1 2 2 2        + + = + + + + + ,                 
23 23 23 2 2 2 3 3 3        + + = + + + + + , 
12 12 12 12 12 12 12 ,r      = + +  23 23 23 23 23 23 23r      = + + , 12 12 12 12d   = , 23 23 23 23.d   =  
Представим матрицу (2) в виде сумм трех и двух матриц 





















,  используя формулу (8). В 
результате получим следующие два представления: 
(1) 2 (1) (1) 2 (1)
1 12 1 13 1 12 1 13
(1) (1) (1) (1)
1 23 22 1 23 1 22 1 231
(1) (1)
1 33 1 33
0
1 1
0 1 0 1
c s c s c s c s
S S S c s c s c s c s




   − −
   
= + = − + − −   
   − −   
, 
(3) 2 (3) (3) 2 (3)
2 12 2 13 2 12 2 13
(3) (3) (3) (3)
12 3 22 2 23 2 22 2 232
(3) (3)
2 33 2 33
0
1 1
0 1 0 1
c s c s c s c s
S S S c s c s c s c s




   − −
   
= + = − − + −   
   − −   
, 
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где 1 2,с с  – произвольные постоянные. Значения элементов 
(1)
ijs  находятся по формулам 
(4) при замене 2 2 2, ,s r d  соответственно на 2 3 23 23, ,s s r d+  , а значения 
(3)
ijs  – при замене 
1 1 1, ,s r   на 1 2 12 12, ,s s r +   и 2 2 2, ,s r d   на 3 3 3, ,s r d с дальнейшими преобразованиями: 
   
   
(1)
22 2 3 1 1 23 1 1 23
(1)
33 2 3 1 1 23 1 1 23
( ) ( ) / ( ) ( )( ) / ( ),
( ) ( ) / ( ) ( )( ) / ( ),
s s s s r r s r r
s s s s r r s r r
           
           
= + − − − + − − = + − + + − −
= − + − + − − + − = + − − − + −
 
 (1)12 23 1 1 1
(1) (1) (1) (1) (1) (1) (1)
13 12 33 23 23 23 12 22 33
( )( )( ) / ( ),
( ) , ( )( ),
s d
s s s d s r s s s
       
  
= − − − − −
= − − = − − − −
                                                    (6) 
   (3)22 3 1 2 3 12 3 3 12( ) ( ) ( ) / ( ) ( )( ) / ( ),s s s s r r s r r              = − − − + + − + − − = + − + + − −  
   (3)33 3 1 2 3 12 3 3 12( ) ( ) ( ) / ( ) ( )( ) / ( ),s s s s r r s r r              = − + − − + − − + − = + − − − + −  
 (3)12 12 12 12 3
(3) (3) (3) (3) (3) (3) (3)
13 12 33 3 23 22 33 3 12
( )( )( ) / ( ),
( ) , ( )( ) .
s d
s s s d s s s r s
       
  
= − − − − −
= − − = − − − +
 
Из (5) следует, что   
(1) (3) 2 (1) 2 (3)
1 12 2 12 1 13 2 13
(1) (3) (1) (3)






c s c s c s c s
S S S S S c c s s c s c s
c c s s


 − + − +
 
= − = − = − − − − + 









, то сумма диагональных миноров второго порядка 
матрицы 2S равна 2r , и мы получаем уравнение, связывающее постоянные 1c  и 2c : 
( )( ) ( )( )(1) (1) (3) (3) (1) (3) (1) (3)1 23 12 2 12 23 22 22 33 33 21 21 1 ( ) ( )c c c s s c s s s s s s r − + − + + − − − − = , или 
( )( )(1) (1) (3) (3) (2) (2)1 23 12 2 12 23 22 33 21 21 1 ( ) ( )c c c s s c s s s s r− + − + + = ,                                                   (7) 
где   
 (2) (1) (3)22 22 22 2 2 13( )( ) / ( ),s s s s r r      = − − = + − + + − −                                                
 (2) (1) (3)33 33 33 2 1 23( )( ) / ( ),s s s s r r      = − − = + − − − + −         (8)
12 13 23 1 2 3r r r r r r   + + − − − = + + .           
Введем обозначения 
(1) (1) (1) (1) (1) (1)
1 12 23 1 22 33 22 33( ),s s r s s s s = + = − − +     
(2) (2)
2 2 22 33 ,r s s = −    
(3) (3) (3) (3)
3 12 23 3 22 33s s r s s = + = −    
и перепишем уравнение (7) в виде   
( )( )1 1 2 3 21 21 1c c c c  − − = , или 
1 2




    − − + = . 
 Обозначив 1 2c c = , приходим к квадратному уравнению относительно  : 
( )21 2 1 3 3 0      + − − + = .                                                                           (9) 
Сформулируем полученный результат. 
Теорема 2. Каноническая матрица ( )Х z  проблемы Римана с 33 матрицами 
монодромии и четырьмя особыми точками  1 2 3 4, , ,a a a a =   удовлетворяет 
дифференциальному уравнению (1) с дифференциальными матрицами 
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элементы которых находятся по формулам (6), (7), (9), c – произвольная постоянная. 
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